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Lebesgue || Stieltjes
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Tw. Jesli F : R — R jest niemalejaca i lewostronnie ciagta,
to istnieje dokfadnie jedna miara Ar na o-ciele B(R) taka, ze

Vaser  Ap([a, b)) := F(b) — F(a). (+)

a<b

Miare Ar nazywamy miara Lebesgue'a-Stieltjesa dang przez F

Uw. V,er F(x) = x = Ar = X miara Lebesgue'a (dtugos¢). \

Dowdd: Na mocy tw. Caratheodoriego i Dynkina, wystarczy pokazaé,
ze (x) definiuje pre-miare na pétpierscieniu P := {[a, b) : a, b € R}.
Skoro F niemalejaca, to dla a,b € R, a < b, mamy
F(a) < F(b) < F(b)—F(a)>20 <= A >0
Zatem trzeba pokaza¢, ze \r : P — [0,00) jest o-addytywna, czyli
[a, b) = |:|1[a,,, b,) = F(b)— F(a) = ;1 F(bn) — F(an).

Tu kluczowa jest réwniez lewostronna ciagtos¢ F (lim F(y) = F(x))
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Krok 1. |Z|1[a,7, b,) C [a,b) = ﬁl:l F(bn) — F(an) < F(b) — F(a).

Dowdd przez indukcje po N: Przyjmijmy, ze by = max{by, ..., by }.
Wtedy b, < ay dla n < N, a wiec [an, by) C [a,an) dla n < N. Zatem

N—1
z zatozenia indukcyjnego, Y. F(bn) — F(an) < F(an) — F(a). Stad
n=1

N N-1
> F(bn) = F(an) = 2 F(bn) = F(an) + F(bn) — F(an)

n=1
Zat. ind.
< F(aN)—F(a +F(bN)—F(aN)

Dowdéd: W Krok 1 Przejs¢ z N — oo.
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Krok 3. [c,d] C Lﬁlj (cnydn) = F(d) — F(c) < gl F(dn) — F(cn).

Dowéd przez indukcje po N: Mozemy zatozy¢, ze d € (cy, dy). Wtedy

N—1 N-1
[c,en] C U (cn, dn), wiec F(cy) — F(c) < 2_:1 F(d,) — F(cn) 2z
zatozenia |ndukcyjnego Stad

F(d) — F(c) = F(en) — F(c) + F(d) — F(en)
N—-1

< ngl F(dn) — F(cn) + F(d) — F(cn)
d<dy N
< an:l F(dn) — F(cn)

Krok 4. [3,b) C | [am bn) = F(b) — F(3a) < 3> F(bn) — F(an).

n=1 n=1
Dowdd: Niech £ > 0. Z lewostronnej ciggtosci F istnieja d < b oraz
cn < a takie, ze |[F(b) — F(d)| <&, |F(an) — F(cn)| < 57 dlaneN.
Skoro F niemalejaca, to de facto

F(b) < F(d)+¢e i F(an) — 5 < F(ca) dlaneN.
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Zauwazmy, ze
o

[a,d] C U (¢cns bn)

n=1 ; e 3 [

Jako ze [a, d] jest zbiorem zwartym (z Twierdzenia| Heinego-Borela
N

istnieje N takie, ze [a,d] C U (cn, bn). Zatem z Krok 3
n=1

F(d) — F(a) < Xpiy F(bn) = F(cn) < X252 F(bn) = F(cn)-

Stad
F(b)<F(d)+e 00
F(b) — F(a) < d)—F(a)+e< > F(by)—F(cn)+e¢
n=1
F(cn)2F(an)—5 oo
< > F(by) — F(an) +e+e.

n=1

Przechodzac z ¢ — 0 dostajemy F(b) — F(a) > io: F(bn) — F(an).
n=1
Krok 5. [a,b) = ] [an bn) = F(b) — F(a) = > F(bn) — F(an).
n=1 n=1
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Dowiéd: Krok 2 + Krok 4.



Tw. Miara p na B(R) jest miarg Lebesgue’a-Stieltjesa, tzn. u = Ag dla
pewnego F <= p jest skoficzona na zbiorach ograniczonych.

Dowdd: "=". Jesli A € B(R) ograniczony, to A C [a, b) dla pewnych
a,b e Ristad A\r(A) < Ae([a, b)) = F(b) — F(a) < o0

"«—="Jesli u skofczona na zbiorach ograniczonych, to wzér

>
Fx) = u([0,x)), x>0
—u([x,0)), x<0
poprawnie okresla funkcje F : R — R taka, ze
Vascs  u(la,b) = F(b) ~ F(a).
a<<

Powyzszy warunek implikuje, iz F jest niemalejaca (nieujemno$¢ 1)
oraz lewostronnie ciggta (ciagtos¢ u). Zatem = A\p. B

Uw. Funkcja F jest wyznaczona przez A\¢ z doktadnoscia do statej: ’

)\F:)\G <~ ElceR G=F+c

Uw. Kazda miara skoriczona na B(R) jest miara Lebesgue'a-Stieltjesa. (J/s




Stw. Jesli v jest miara skonczona na B(R), to wzér
F(x) := p((—00,x)), x€eR
definiuje funkcje F : R — R taka, ze u = A oraz

lim F(x)=0, lim F(x) = u(R).

X——00 X——400

Dowdd: Funkcja F jest poprawnie okreslona, bo u skorficzona, oraz
([a, b)) = (00, b) \ (~00,a)) = (00, b)) — u((—00, 2))
= F(b) — F(a).
Zatem pu = Afr. Jedli x, \, —o0 oraz y, /" +00, to z ciagtosci miary
fim_ F(xe) = lim p(~00, %) = ( ) (~00,xa)) = p(0) = 0
n—oo n—oo n=1

o0

lim F(yn) = lim p(—00,yn) = p( U (—00,yn)) = w(R).  H

n=1
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Whn. Wzér F(x) = p((—o00,x)), x € R, zadaje wzajemnie jednoznaczna
odpowiednio$¢ miedzy miara probabilistycznymi o na B(R) oraz
funkcjami F : R — R takimi, ze

© F jest niemalejaca dystrybuanta | £
@ F jest lewostronnie ciaggta ﬂ

Q limy__ F(x) =0 oraz limy_ 4 F(x) = 1.

Dowéd: Tw + Stw + Uw. B

Uw. Powyzsze wyniki maja swoje odpowiedniki w zastosowaniu do
potpierscienia P’ := {(a, b] : a, b € R}. Réznica jest wtedy taka, ze
odpowiednie "dystrybuanty” sa prawostronnie ciggte.

Whn. Wzér F(x) = p((—o0, x]), x € R, zadaje 1-1 odpowiedniosé¢
miedzy miara probabilistycznymi na B(R) i funkcjami F : R — R t.ze
(1 g jest niemalejqca prawdziwa
@ F jest prawostronnie ciagta dystrybuanta

Q limy__ F(x) =0 oraz limy_ 4 F(x) = 1.




